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Historia de Hilbert y sus amigos

David Hilbert, 1900: Formalicemos la
matematica. Si somos suficientemente
cuidadosos, en el futuro vamos a poder construir
una maquina que demuestre teoremas y

asi encuentre todas las verdades matemaiticas.

Kurt Godel, 1931: Hay mds verdades
matemdticas (sobre los niimeros naturales) que
teoremas. Hay verdades no demostrables.

David Hilbert: Chapeau!




Historia de Hilbert y sus amigos

Alan Turing: Hola, yo soy Alan. ;Cémo una
mdquina que demuestre teoremas? jUna mdaquina
de qué tipo?

David Hilbert: No sé... se me ocurrié. Me refiero
a un método efectivo. Algo que se pueda hacer
mecanicamente.

Alan Turing, 1936: Construi un modelo formal
de cémputo, la Maquina de Turing, y

demostré que hay problemas que esta maquina
no puede resolver.




Historia de Hilbert y sus amigos

David Hilbert: Bueno... yo pensé que...

Kurt Godel: Ta bien... jlgual era una re buena
idea!

Alan Turing: Si, todo bien, David.




Métodos efectivos

» eficaz: “el equipo fue efectivo” quiere decir que el equipo
jugd mal pero metid goles

» con billetes: “solo acepto efectivo” quiere decir que no acepto
tarjeta

» mecdnico, realizable. En esto pensaba Hilbert.

i Cémo podemos definir los métodos efectivos?

Los métodos resuelven problemas pero no cualquier tipo de
problemas: funciones matematicas que reciben niimeros naturales y
devuelven nimeros naturales.

f:N—N o g:NxN-—->N o h:NxNxN-—->N



Intento 1 para método efectivo: funciones recursivas

Podemos usar:

>

>

>

0: el cero que todos conocemos
+1: sumarle 1 a un nimero

composicién de funciones. Por ejemplo 0+ 1 = 1. También
puedo al 1 sumarle 1 y obtenerel 2: (0+1)+1=2

recursién: una funcidén que se llama a si misma. Por ejemplo, a
la funcidén suma se puede definir como:

n sim=20

suma(m, n) = {

suma(m—1,n)+1 sim>0
Entonces,

suma(2,2) = suma(1,2)+1 = suma(0,2)+141 =2+14+1 =4



La funcién de ‘N T

n+1 sim=20
A(m,n) = ¢ A(m—1,1) sim>0yn=0
A(m—1,A(m,n—1)) sim>0yn>0

» para valores chicos de m, como 1, 2, 0 3, A crece
relativamente lento con respecto a n
» para m > 4, crece mas rapido:
> A(4,2) ~2 x 1019728
» A(4,3) > cantidad de particulas del universo



Intento 2 para método efectivo: maquinas de Turing




Las maquinas de Turing
Supongamos que la chica del slide anterior quiere calcular:

O|lWw oI X N
ol O~ W
WO WwH

No es esencial:
> jmientras hace la cuenta estd tomando un café?
» jescribe con lapiz o lapicera?
» jimporta el tamafio del papel?

Lo importante es que:

» hace marcas en un papel

» para saber qué escribir en cada paso, le presta atencién a lo
que escribié antes



Las maquinas de Turing

Sin perder nada esencial, podemos suponer:
(2[3[1][x1[3][=[6[9]3[+]2[3[1]0[=[3]0[0]3]

Empezamos con la multiplicacién
23] [1[3][=] [ [ [T T
A A
Después de un tiempo, vamos a estar sumando
2131 [1]3]=6]9]3] +[2]3]1[0[=] ]
A A

» en cada paso de la computacién sélo un pequeiio nimero de
simbolos reciben atencién (en el ejemplo, 2). Hay una
cantidad finita de simbolos.

» |a accién que se toma en cada paso depende sélo de los
simbolos que estdn recibiendo atencién y del estado actual de
quien estd haciendo el cilculo (en el ejemplo, la sefiorita
estd en estado multiplicando o sumando). Hay una cantidad
finita de estados.

» el procedimiento lleva una cantidad finita de pasos.




Intento 3 (mas moderno) para método efectivo:
lenguajes de programacién

Java

C

(Visual) Basic
PHP

C++

Perl

C#

Python
JavaScript
Ruby

vV V. vV vV YV YV VYV Vv VY



Entonces... jqué es un método efectivo?
Tesis de Church-Turing
» todos los lenguajes de programacién y todas las computadoras
son equivalentes a una maquina de Turing

» no es posible construir un dispositivo de computo que sea mas
poderoso que una computadora

Entonces, lo efectivo es lo que se puede computar en la

computadora que mas les guste y con el lenguaje de programacién
que mas les guste.



Problemas faciles y dificiles

Ahora sabemos qué es un método efectivo para resolver un
problema.

Extendamos la nocién de problema:

f: N f : texto — texto

Podemos calcular cudntas operaciones nos lleva calcular el
resultado.

» los problemas faciles se resuelven con programas que ejecutan
en pocas operaciones (rapidos)

» los problemas dificiles se resuelven con programas que
necesariamente requieren muchas operaciones (lentos)



Ejemplos de problemas faciles

» buscar un elemento en una lista de ndmeros

entrada salida
“[1,4,5,2,7,7,5,1,1,3] 4" “si”
“1,4,5,2,7,7,5,1,1,3] 3" si”
“[1,4,5,2,7,7,5,1,1,3] 6" | “no”

tiempo =~ longitud de la entrada

» ordenar una lista

entrada salida

“[17 4? 57 27 7’ 7’ 5’ 1’ ]‘7 3]” “[1’ 1’ 17 27 37 47 57 57 7? 7]”

tiempo ~ longitud de la entrada?
(aunque se puede hacer un poquito mds rapido)



Ejemplos de problemas dificiles

1 2
» coloreo de grafos
ihay un coloreo que usa a lo sumo x colores?
entrada salida 6 3
“1-21-31-51-62-3...3" | “s"
“1-21-31-51-62-3...2" | “no”
3] 4

» el problema de la mochila
ipodemos juntar al menos $x en una mochila
que carga hasta y Kg.?

entrada salida
“[4,12] [2,2] [2,1] [1,1] [10,4] 15 15" si”
“[4,12] [2,2] [2,1] [1,1] [10,4] 100 15" | “no”




Problemas faciles y dificiles

entrada salida

“si" / "no"

longitud=x

» P = conjunto de problemas que se resuelven en tiempo polinomial

> si la entrada tiene longitud x, entonces computar la salida lleva mas o
menos x" pasos

» NP = conjunto de problemas que se resuelven en tiempo polinomial
pero usando no determinismo

> si la entrada tiene longitud x, entonces verificar que una solucién con

salida “si" es buena lleva mas o menos x" pasos.

» todo problema de P estd en NP. Pero... jrealmente hay problemas en
NP que no estén en P o los dos conjuntos son iguales?
iNadie lo sabe! Es un problema muy famoso en computacién.



i Por qué P vs. NP es tan famoso en computacién?

» aparece la pregunta “P=NP7?" en
Homero®

» aparece en una pared de ladrillos de
la Universidad de Princeton
(dice “P = NP?" en ASCII)

o
» hay un premio de un millén de délares para el que $ ‘

resuelva el problema
LY

> tiene muchas consecuencias practicas. Por ejemplo muchos métodos
de encriptar se volverian faciles de romper.



Consejo practico 1:

iqué hacer en caso de resolver el problema de P vs.

o kR wh =

escribir la solucién en un papel

pasarla a computadora

revisarla bien

mandarla por email a santiago@dc.uba.ar

no comentarle el descubrimiento a nadie mas

esperar mis instrucciones

NP?



Problemas imposibles para una computadora
Los problemas de NP son dificiles porque toman mucho tiempo,
pero una computadora puede resolverlos (quizd en miles de afios).

Hay problemas mas dificiles que los de NP.
ilncluso hay problemas que ninguna computadora puede resolver!

El mds famoso se llama problema de la parada

o problema de la detencién o halting problem, en inglés.



A problem has been detected and windows has been shut down to prevent damage
TO yOour computer.

The problem seems to be caused by the following file: SPCMDCON. SYS
PAGE_FALULT_IN_MNOMPAGED_AREA

If this is the first time you'wve seen this Stop error screen,

restart your computer. If this screen appears again, follow

these steps:

“heck to make sure any new hardware or software is properly installed.
If this is a new dnstallation, ask your hardware or software manufacturer
for any windows updates you might need.

If problems continue, disable or remove any newly installed hardware
or software. Disable BIOS memory options such as caching or shadowing.
If you need to use sSafe Mode to remove or disable components, restart
yOur computer, preass F8 to select advanced startup options, and then
select safe Mode.

Technical information:

wuw STOP: 0x00000050 (OXFD30S4C2, 000000001, OxFEFEYSELY, Ox00000000)

WWW SPCMDCON. SYS - Address FEFETGLT base at FEFESCQ0Q, Datestamp 3déddé7c



rotlon
The current
You will

Rengve anu meuly installed

Windows 2000
Windows 9x

TF IREs"Screen dppears “Radlng

oxop000078
Press any key to terminate the current application.

A fatal exception BE has occurred at 8137:BFFA21C3.
Press CTRL+ALT+DEL again to restart your computer
lose any unsaved information in all applications

application will be terminated.

1e ¢nis is the first time uou’ve seen this Stop error scveen,

estart uour compuier.

feRases 25
rerer to wour Gegtting Started manual for more infornation on

heck For viruses on uour computer.
[troub1eshooting Stop errors.
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If This screen appears again, follow
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¥ this 15 a new installation, ask your hardware or software manufacturer

heck to make sure any new hardware or software is properly installed.
ar any windows updates you might need.

he problem seems to be caused by the Following File:
it this is the First time you've seen this Stop error screen,

it problems continue, disable or remove any newly installed hardware
oo STOP: 000000050 (0XFD3094C2,0X0000000L, OXFBFE7617, 0X00000000)

frestart your computer.
hese steps:
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El problema de la parada

Dado un programa p, jp se cuelga?

Supongamos que p(x) es el programa:
int i=1;
while (i>x) {
i=i+1;
¥
» si x = 0 entonces p no para (se cuelga)

» si x = 1 entonces p para (no se cuelga)




El problema de la parada es indecdible

entrada salida
“(int i=1; while (i>x) {i=i+1;})(0)" | "“si"
“(int i=1; while (i>x) {i=i+1;})(1)" | “no”

i Existe un programa que recibe un texto y devuelve
texto representa un programa que para y “no” en caso contrario?

No, no existe tal programa. Se dice que el problema de la parada

es indecidible.

“u_m

si”" cuando el

» no importa en qué lenguaje queramos programarlo

» es un limite absoluto al poder de computo. Los métodos

efectivos no llegan tan lejos.




Un rompecabezas con premio

» Eternity Il (www.eternityii.com). Demo para 16 piezas:

TIEMPO 00:37

Girar Reiniciar

‘Ayuda

> reglas:
» bordes adyacentes tienen el mismo dibujo
> se pueden rotar
» el verdadero tiene 256 piezas
» buena noticia: hay 2 millones de ddlares para el primero que
encuentre una solucién
» mala noticia: la solucién no aparece dibujada en la tapa



Consejo practico 2:
iqué hacer en caso de resolver el Eternity I17

escribir la solucién en un papel

pasarla a computadora

revisarla bien

mandarla por email a santiago@dc.uba.ar

no comentarle el descubrimiento a nadie mas

o kR wh =

esperar mis instrucciones



Otro problema indecidible: el tiling

» dado un conjunto de piezas, por ejemplo

> reglas:
> bordes adyacentes tienen el mismo dibujo
> no se pueden rotar
» hay infinitas copias de cada pieza
» ;podemos ubicarlos de modo tal que cubran todo el plano?
» no hay ningtin programa que dado un conjunto finito de
azulejos, decida si se puede cubrir todo el plano o no
(teniendo en cuenta las reglas).



Resumen

>

ahora es facil definir un método efectivo: es un programa.
Pero se empezd a pensar en esto mucho antes de que
existieran las computadoras

se sabe que hay problemas ficiles (se resuelven répido)

> el problema de buscar un elemento en una lista
> el problema de ordenar una lista

hay un montén de problemas mds dificiles para los que no se
conoce una solucién rapida (puede que exista pero que nadie
la haya encontrado; o puede que no exista)

» el problema del coloreo de grafos
> el problema de la mochila

hay problemas tan dificiles que ninguna computadora (ni
ningin método efectivo) puede resolver

> el problema de la parada
> el problema del tiling



Conclusiones

» Hilbert usaba sombrero (pero a veces se lo sacaba)

» si quieren un millén de délares, resuelvan P vs. NP

» pidan el premio a Clay Mathematics Institute

» si quieren dos millones de ddlares, resuelvan el Eternity Il

» pidan el premio a los que hicieron ese rompecabezas

» si quieren aprender computacion, estudien acd, en Exactas

» pidan el titulo en el departamento de alumnos (Pab. II)



